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AVANT-PROPOS. 



Cet Appendice est destiné à exposer quelques nouvelles re- 
cherches sur les carrés magiques, ce problème si intéressant de la 
science des nombres, et à relever quelques erreurs qui se sont glis- 
sées dans notre Livre intitulé : Le problème d'Euler et les carrés 
magiques j et qui nous ont été signalées par M. Edouard Lucas, 
professeur de Mathématiques spéciales au Lycée Saint-Louis et au- 
teur de l'excellent Ouvrage Récréations mathématiques , et par 
M. V. Coccoz, commandant d'artillerie en retraite. Nous croyons 
devoir remercier aussi, de leur aimable concours, M. Delannoy, 
ancien élève de l'École Polytechnique, et M. Feisthàmel, rédac- 
teur de la partie récréative du Siècle, Le Rév. A. -H. Frost, 
de Cambridge, nous a fait part de ses recherches: elles nous ont 
appris qu'il a donné d'excellentes méthodes pour la construction 
des carrés diaboliques, qu'il a nommés carrés de Nasiky du nom 
de la localité des Indes où il les a construits il y a plus de vingt 
ans. Quant au problème du cavalier, il nous a envoyé, entre 
autres, deux solutions fort intéressantes sur un échiquier carré de 
loo cases, avec les sauts du cavalier modifiés, de sorte que, au 
lieu de faire i pas suivant la direction d'un côté et a pas suivant 
la direction perpendiculaire, ce que nous représenterons par le 
symbole (1,2), le saut, dans une de ces solutions, est (i, 4) et dans 
l'autre (s*,^)- Nous prions M. Frosl de nous excuser do ce que 
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nous nous soyons permis de joindre à ce Mémoire ses belles solu- 
tions en les exprimant en chiffres {PL ^ II)- Il est bien entendu 
que les modifîcations de ce genre ne changent pas la nature du 
saut du cavalier, pourv^u que les deux nombres soient différents, 
et que le problème peut toujours être traité par la méthode géné- 
rale d'Euler et par toutes celles qui en dérivent, comme la mé- 
thode graphique que nous avons exposée ; cette méthode est égale- 
ment applicable dans le cas où l'échiquier est tracé sur la surface 
d'un parallélépipède, d'un cylindre et même d'une sphère (•). 

Dans tout ce qui va suivre, sur les carrés magiques, nous avons 
tâché de n'employer que des méthodes qui nous paraissaient 
neuves, en évitant d'appliquer celles qui ont été employées par 
d'autres auteurs. C'est ainsi que nous n'avons pas formé un seul 
carré magique au moyen de la méthode de deux carrés composants. 
Nous pensons que dans les questions de ce genre, ainsi que dans 
toutes les recherches mathématiques, les méthodes sont encore 
plus intéressantes que le résultat lui-même et que leur multiplicité 
sert à mieux éclairer l'objet des recherches. 

M. FROLOW, 
Ingénieur. 



(') l.e problème d'EuIcr, d.Tns le ras où IVeliiquicr est trace sur un tore par 
des méridiens et des parallèles, nous a été proposé dernièrement par le colonel 
du génie Dewulf, très connu par ses excellents travaux sur la Géométrie supérieure 
cl la Géométrie cinématique. 
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CHAPITRE I. 

LES CARRÉS MAGIQUES DE i (»). 

De tous les carrés magiques, les plus iotéressants sont ceux qui ont 
pour racine le nombre 4» car, n^étant pas très nombreux, ils présentent 
beaucoup de propriétés remarquables. C'est à Frénicle que revient 
rhonneur d'avoir montré qu'il existe 880 carrés de 4 différents; il les 
a donnés tous, mais on ne connaît pas la raison de Tordre de la classi- 
fication qu'il a adoptée. Cependant nous devons dire que M. Delannoy 
a observé que les carrés de Frénicle sont disposés dans un ordre tel 
que les deux premiers nombres de la première diagonale vont toujours 
en croissant dans les carrés successifs, et que les deux autres nombres 
placés sur cette diagonale sont pris alternativement à droite et à gauche 
du nombre égal à la moitié du complément à 34 des deux premiers, 
en commençant par ceux qui se rapprochent le plus de ce nombre. 
Comme il est dit à la page 3i de notre Livre, nous avons préféré, pour 
l'étude des carrés magiques, la méthode des coordonnées cartésiennes 
qui permet de disposer immédiatement dans un carré les nombres 
eux-mêmes et non leurs parties. A cette méthode, pour Tétude des 
carrés de 4> de 5 et de 6, nous en avons joint une que nous appellerons 
la méthode de la notation à deux indices, qui consiste à partager la 
progression des nombres naturels 1, 2, 3, . . ., /i*, en n sections de 
n nombres chacune et à représenter chaque nombre par le numéro de 
la section où il se trouve et par le numéro de la place qu'il occupe 
dans cette section. Par exemple, pour /ii=: 4» le nombre 10 appartient à 



(' ) Ce Chapitre est destiné à remplacer les articles XI et XIl, P- 38-4iy de noire 
livre : Le problème d'Euler et les carrés magiques* Grand in-8; 1884. (Paris, 
Gauthier-Villars.) 
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la troisiùiiHï section, dans laquelle il occupe la deuxième place, et nous 
!<• ri!j)i'éHenterons par le symbole io = 3'; de même la somme de 4 
nom lires a, 9, 10 el i3 sera représentée par le symbole 1*3*3*4* = '*** 
Knfin, pour compléter les recherches des carrés de 4» nous avons cra 
uùïit d'étudier les 80 combinaisons de !\ nombres donnant la somme 
^'iSHÏi' a 3/|. (les trois métiiodes combinées nous ont permis non seiH 
lirmt'ui de trouver les 880 carrés de 4, indépendamment des Tables 
de Ff <^rii<:|(', r|u<; nous n'avions pas à notre disposition, mais encore 
d<' le*» rlanner dans un ordre métliodique et commode pour leur véri- 
i'u.Hiinu. 

l''ai»ofjH d'abord voir les ))ropriétés particulières des carrés de 4 <]ut 
non*» paraisMint les plus remarquables. 

Kfi divihant les i(> rases d'un carré en 4 sections de 4 cases, que 
iioiiH indiqiKtrons par des lettres Oj bj c, é/ avec des indices (i), (3), 
Ci) <'t (4j* '-L <Mi<- nous nommerons quadrilles, on peut prouver que 
iïiiuti tout carré de f^ les f\ nombres de chaque quadrille donnent la 
«offiffie é((ale à 3'| (dia<?ranime n® 1), c'est-à-dire que 

va = v/^^ I.c = Zd = 34. 



Diii^T. I. 



a, 


c. 


C2 


as 


d. 


h. 


b» 


d» 


d. 


b. 


b. 


d, 


«*»» 


c» 


C3 


aj 



Kn «'ffi^l, en additionnant d'abord deux rangées horizontales exlé- 
ijf'iifi'h l'I, après, d<Mi\ ranj;ées verticales intérieures, nous aurons 

v/; ^-yir = '3i x34, 

<-<« qui doHn<' 

Kn fait^anl la soinnu' d<*s drii\ grandes diagonales, on a 
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3 



donc 



I,a = I,b= U. 



Kn introduisant ces valeurs dans les deux premières égalités, on aura 

Enfin, en faisant la somme de deux rangées verticales extérieures, on 
aura 

d'où Ton tire 

On déduit des lo égalités fondamentales des carrés magiques de 4 
les égalités suivantes, qu'il est utile de connaître : 



( I ) ai -h «4 = c/i -h c/i ; 

(3) bi-hbi = Ci-\-Ci; 

(5) C3-h c^ = ai-\-a2'j 

(7) di-\-d^=bi-^b2; 

(9) ai-\-az= bi-hb^; 



(2) a j -h as = rfj -4- f/3 ; 

(4) 6j-f-6s = c,-HC3; 

(6) Cl 4- cj = as -1-04; 

(8) di-hdi= bi-h b^; 

(10) a2-h ai= bi-h b^. 



En faisant la somme des égalités (i), (4), (6) et (7), nous obtenons 

ai-h 63-h c, -I- fl?3 = as-i- 6, -h C3-1- di, 

et, en faisant la somme des égalités (2), (3), (6) et (7), 

«î^- ^4-1- Cî-h d^= a^-h bi-\- c^-h dt. 

Ces égalités expriment que les sommes de 4 nombres dans deux 
quartiers opposés sont égales entre elles. 11 est facile de faire voir 
que ces sommes ne peuvent être plus petites que 22 et plus grandes 

que 4^* 

Cette égalité des quartiers opposés existe dans tous les carrés pour 
n pair; car, en désignant les 4 quartiers par des lettres A, B, C, D 
(diagramme n« 2), on a A4- B = B -+- C, d'où Ton tireA=:C;et 

Diagr. 2. 



A 


B 


D 


C 



A -h D = A 4- B, d où Ton tire B=zD. 

Dans les carrés semi-diaboliques et diaboliques de 4, tous les quar- 



evs donnent des 
;alllés fondamen 



igales à 31- Kii ell'et, en additionnaf 



l-i, + n, - 34 



(- rfj+ Cj-i- (f| = Ï4, 



D aura 



(a, + c, -H (-3+ (fi) -H (6, 4- cj -mi-l- (f, ) = a X 34 ; 
mais, comme les deu\ termes de cette égalité sont égaux, od aura 

a, -+- c, H- 6j + rfj ^ A, 4- Cj -I- oj + rf, = 34. 

Toutes les rangées horizontales et verticales sont toujours compo- 
sées de a nombres pairs et de 3 nombres impairs, quand L ous les 
nombres appartiennent à une progression continue. 

C'est facile à prouver, car la somme des nombres pairs 1, i, 6, . . . , 16 
est égale à 7a, tandis que la somme des nombres impairs est égale à 
64. Il est évident qu'on ne peut pas former deux rangées de 4 nombres 
pairs et deux autres rangées de 4 nombres impairs. Supposons qu'on 
forme une rangée de 4 nombres pairs et une autre de 4 nombres im- 
pairs, comme c'est indiqué pai-lescr<iJxellesronds(diagrammen'>3). 
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somme de la IV'raii- 
croi\ de la II* et de 
avons vu plus haut 



Si les croix représentent les nombres impairs, la 
gée horizontale étant égale à 34, la somme des i 
la III' rangée sera égale à '( — 34 — 3o. Nous 
qu'il existe la relation c/i + d^:^ àj-h bi; la moitié de 3o étant i5, la 
somme des nombres dans la 11° rangée, ainsi que dans la III", serait 
impaire, ce qui prouve que cette disposition est défectueuse. On peut 
de même faire voir que, dans tout carré de 4i 'es quadrilles sont aussi 
composés de ^ nombres pairs et de a nombres impairs, et que cela 
existe encore dans les quartiers de tous les carrés de 4 semi-diaboliques 
et diaboliques, lùifin on prouve facilement que, si l'une des grandes 
diagonales est formée de 4 nombres pairs, Tautre diagonale doit avoir 
4 nombres impairs. 

Outre les quadrilles et les quartiers, on peut grouper les nombres 
de certains carrés de .'1, encore <le trois manières, indiquées sur les 
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G par 4 signes oonventionnelâ. Le groupement <lu 



— ^+^^+ oo ^^^*^ 

-+-+ XX++ + + 



diagramme n' 4 se déduit du groupement en (|tiarliers par ta permu- 
tation de 4 rangées correspondantes. Donc, dans toits les carrés à 
quartiers égau\, c'est-à-dire diaboliques et semi-diaboliques, on a 
encore 4 groupes de 4 nombres dont la somme est égale à 34- Outre 
cela on a dans tous les carrés diaboliques les groupements par 4 cases 
formant deuv carrés médians, indiqués sur les diagrammes n"* a et 6, 
que l'on ne rencontre que séparément dans les autres carrés, avant 
ou après ta permutation des rangées correspondantes, excepté les 
96 carrés semi-diaboliques avec des couples complémentaires disposés 
en diagonale ou en biais qui, naturellement, ne peuvent pas avoir 
ces derniers groupements. 

C'est sur la considération des quadrilles, quartiers et carrés mé- 



dians que Frenicle s'est basé pour partagei 
5 classes, dont tes quatres prei 



tes I 



derr 



i les 
arqu. 



de 4 • 
a, 3, Y, 3 et la 






Pour qu'un carré de 4 soi' complètement détermine, il suffit d'é- 
crire 7 des 16 nombres qui le composent, en choisissant les cases 
d'une manière convenable permettant de trouver la place des 9 nom- 
bres qui ne sont pas écrits, au moven des égalités exprimant les con- 
ditions du problème, comme, par exemple, c'est indiqué sur les dia- 
grammes n" 7, 8 et 9, Au contraire, si les cases sont mal choisies. 



Diagr. 7. 



nugr. 



Diaiir. 9. 



X X^ J< _ ^x^ x^ 

Xi<X^ X x^x^ iiiii^ 

X ^ ^ X 

21 XXX 



t peut placer jusqu'à 



s que le cari 



indi([ué : 
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r le diagramme n 
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x|xt 
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X 
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X 




X X 
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XI 



10. En effet, prenons les 



loit que les places des 
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13 


16 




Jt 


3 
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J2 




w 


n 


6 


7 



|ui restent, 3, 8, 9 et :9, ne sont 
I peut, indistinctement, mettre s 



las exactement détennî- 
r ta case, située au-des- 
s du chiffre 1, l'un des nombres, 8 ou i5. 
Cela montre clairement que ce problème (ainsi que celui du cava- 
lier dei échecs) n'appartient nullement à la théorie des équations, qui 
ne s'occupe que de la grandeur des quantités, mais non pas de l'ordre 
lie leur disposition relative, et que les égalités qui exprimeol les 
conditions des carrés magiques ne sont aucunement des équations 
algébriques, parce qu'il s'agit ici non pas de trouver des nombres in- 
connus, mais de savoir disposer des nombres donnés d'avance sur des 
cases d'une ligure donnée aussi. Ces deux problèmes appartiennent 
entièrement à la science des nombres. A ce qu'il parait, c'est l'opi- 
nion de Legendre, qui s'est occupé de ces problèmes et de quelques 
problèmes analogues sans sa Théorie des nombres, et même de Fermât 
qui a dit qu'il ne connaissait rten de plus beau en l'Arithmélùjtie 
que les carrés magiques. Or la théorie des nombres n'est que l'arith- 
métique supérieure. 

Passons aux transformations particulières des carrés de ^ : si l'on 
n égale à j la somme des ^ nombres pris dans i cases dilTércntes, 
dans l'i rangées horizontales ou verticales, disposées en losange ou 
en carrés (diagrammes n" 12 et 13), de sorte qu'il y ait deux nom- 
bres dons deux quadrilles a et b, ou c et rf (diagramme n" 1 ), on peut 
faire pennulor Ic^ rangées et les disposer dans l'ordre I, III, II, IV ou 
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m, I, IV, 11, lel que les quatre nombres forment une diagonale. Il 
Diagr. n. Diagr. lî. 



^'- 



^- 



f^ 



-if 





,'^^. 




V 


" -s 


y 


^. 1 


% 




^1^ 





est évident que dans ce cas l'auLie diagonale donnera aussi la somme 
égale à s, car toutes les deu\ sont égales ensemble à 

Dans tous les carrés qui ont sur les diagonales deux petits nombres 
de 1 à 8 et deux grands de 9 à 16, on peut diminuer de 8 tous les 
grands nombres et augmenter de la même quantité tous les petits 
nombres, ce qui revient à intervertir les deux moitiés des séries des 
coordonnées. 

Si l'on a dans un carré x +y -t- a -H « =^ 34 (diagrammes n" 14 et 
15), on peut transporter la rangée xx' de l'autre cAté du carré, immé- 



Diagr. ij. 



Diagr. i5. 
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x- 
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diatement ou après avoir fait permuter les 4 rangées correspondantes 
(page 35 de notre Livre). Cette transformation donne un nouveau 
carré représenté sur le diagramme n° 16 (sur tous ces diagrammes les 



u' 






u 
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.y 
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z' 




kl 






^ 



lettres accentuées x', y', . . . expriment les compléments des nombres 
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1, 3, i4, i6; 

2, 6, II, i5: 

3, 6, II, i4; 

4, 8, 9, i3; 

5, 7, lo, 12; 



1, 5, 12, 16; 

2, 7, 10, i5; 

3, 7, 10, i4; 



1, 8, 9, 16; 



l5, 16; 

?13, 14 ; 
ta, i3; 
iif la; 

9* 11; 
9, 10. 

'l6 combinaisons de ce groupe sont aussi composées de deuv 
1^ complémentaires, mais les nombres sont pris dans 2 sections 
t, ou dans 4 sections sur 2 places différentes. 

III. 





1, 


4, 


14, 


i5 


h 


6, 


la, 


i5 


; i, 7, 


12, 


i4; 


m 


1, 


8, 


10, 


i5 


; i, 


8, 


II, 


14 


; 1, 8, 


12, 


i3; 


fct 


ï. 


3, 


i3. 


16 


; 2, 


5, 


11, 


16; 


2, 7, 


9» 


16; 


•_ 


2, 


7, 


II, 


i4 


; 2, 


^ 
/» 


12, 


i3; 


2. 8, 


II, 


i3; 




3, 


5, 


10, 


16 


; 3, 


6, 


9» 


16 


; 3, 6, 


10, 


i5; 




3, 


6, 


la, 


i3 


; 3, 


8, 


lOt 


i3; 










4, 


5, 


9» 


16 


; 4, 


3, 


10, 


i5; 


4, 5, 


II, 


i4; 




4, 


6, 


9, 


i5 


; 4, 


7> 


9, 


i4; 










s, 


8, 


10, 


11; 


















6, 


y» 


9> 


12. 

















S s4 combinaisons sont composées de 4 nombres pris dans 4 sec- 
ou dans 2 sections par deux, sur 4 places différentes, ou enfin 
4 sections sur 2 places différentes, comme 

1, 8, 12, i3= 1*2*3*4^ 



IV. 



10, II, 12; 

6, 7, 16; 



2, 9, II, 12; 
5, 6, 8, i5; 



3, 9, 10, 12; 



4, 9, 10» 11; 

6, 7, 8, i3. 



5, 7, 8, 14 ; 

S 8 combinaisons ont un nombre dans une section extérieure et 
nombres dans une section intérieure. 



V. 



5, 


i3, 


i5*; 


1, 


6, 


13, 


14 


; 1, 


9. 


10, 


i4; 


I, 9, II, i3*; 


4, 


12, 


16*; 


2, 


5, 


l3, 


■ 4 


2, 


9. 


10, 


i3; 




4, 


11, 


16; 


3, 


4» 


n, 


i5; 


3, 




8, 


16; 


3, 8, II, 12; 


6, 


8, 


16*; 


4, 




8, 


i5 


; 4, 




II? 


12; 


4, 8, 10, 12*; 


6, 


9. 


■4; 


S, 


6. 


10. 


■ 3 


; «, 




9, 


i3*; 





Far ce procède, noi 
qui soni marqué? $ur 
d'uD trait double aux a 
cela que dans tout carr 
le^ nombres par leur* 



curtru I- 
K a^on> irouvr iS lipes de carrés simples 
nos planches, ainsi que leurs i8 généraleun, 
in^les de la rangée iransposable. Ajoutons ■ 
é macique on peut toujours remplacer loiu 
comfilrments: car. si n nombres doooentla 
somme s, leurs a complément: la donnent aussi. 

En représentant les nombres par la méthode de la notation à doubles 
indices. la somme de 4 nombres de i à i6. ëzale à 34. s'e\primeriil 
par un des trois symboles lo". 1 1* et <i''. Les combinaisons 1 1* et 9'* 
ne peuvent occuper que les diagonales des carrés simples, lonjonn 
conjointement, de sorte que la somme des deu^ diagonales ti* + 9" 
est égale k ao'*. Cette méthode est applicable aux carrés de toute gran- 
deur; dans les carrés de 4 q"i *>"^ ^"^ diagonales 10", on peut re- 
tourner les indices, par exemple remplacer i*^= 3 par 3'= 3; 3* = 13 
par 4'=:i5. ...; alors les nombres changeront de place, excepté les 
quatre nombres aux indices ég:au\ : l'^i; a-=: 6; 3*^ 11 et 4* = i6. 
Par ce procédé on déduit du diagramme n* 17 le diagramme n' 18. 

nia^r. 17. UiifT. iS. 



ir que S6 combinai- 
I six groupes : 



2' ô' 


»> 


1* 


1' 3' 


♦' 


2' 


t' 2' 


1' 


y 


5' 2' 


1' 


4' 



2' 


;' 


3* 


»' 


]' 


♦' 


2* 


3> 


♦• 


/" 


3' 


!• 


3» 


*» 


2" 


1» 



En combinant les 16 nombres 4 ù 
sons donnant la somme 3/| ; nous li 



\ partagerons 1 



1, 4. 

2, 3, 


i3, i(i: 
i4, i5; 


1, (i, 

2. 5, 


:t, 5. 


la, i4; 


a. 8. 


4. 6, 


n, i3; 


*. 7, 


5. B, 

6, 7, 


9, 'a; 
10, II. 





Lesi 



mbinaisons de 



i groupe sont formées en prenant deu\ 
couples de nombres complémentaires dans 4 sections sur 4 places dif- 
férentes ou dans a sections sur a places différentes; par uxemple. 



^•3M' 



. ^. i3. 



'M'4'- 



LES CARRÉS MAGIQUES DE 4. 
11. 



1, 2, i5, i6; 

2, 4, i3, i5; 

3, 4, i3, i4; 
4y 5, 12, i3; 

5, 6, II, 12; 

6, 8, 9, 11; 

7, 8, 9, 10. 



1, 3, li, 16; 

2, 6, II, i5: 

3, 6, II, i4; 

4, 8, 9, i3; 

5, 7, 10, 12; 



i, 5, 12, 16; 

2, 7, 10, i5; 

3, 7, 10, i4; 



1, 8, 9, 16; 



Les 16 combinaisons de ce groupe sont aussi composées de deux 
couples complémentaires, mais les nombres sont pris dans 2 sections 
sur 4 places, ou dans 4 sections sur 2 places différentes. 

III. 



i, 4, 


«4, 


i5 


; 1. 


6, 


la, 


i5; 


1, 


7, 


12, 


i4; 


i, 8, 


10, 


i5 


; 1, 


8, 


ïi, 


14 ; 


i, 


8, 


12, 


i3; 


2, 3, 


|3, 


16 


; 2, 


5, 


II, 


16; 


2, 




9» 


16; 


2,7. 


II. 


i4 


; 2, 




12, 


i3: 


2, 


8, 


li, 


i3; 


3, 5, 


10, 


16 


; 3, 


6, 


9» 


iG; 


3, 


6, 


10, 


i5; 


3, 6, 


la, 


i3 


; 3, 


8, 


10, 


i3; 










*, 5, 


9. 


16 


; 4. 


5, 


10, 


i5; 


4, 


5, 


II, 


i4; 


*, 6, 


9. 


i5 


; i. 


7> 


9, 


i4; 










S, 8, 


10, 


m; 


















6, 7. 


9. 


12. 



















Ces 24 combinaisons sont composées de 4 nombres pris dans 4 sec- 
tions ou dans 2 sections par deux, sur 4 places différentes, ou enfin 
dans 4 sections sur 2 places différentes^ comme 

I, 8, 12, i3= ii2*3*4*- 

IV. 

1, 10, II, 12; 2, 9, 11, 12; 3, 9, 10, 12; 4, 9, 10, 11; 

5, 6, 7, 16; S, 6, 8, i5; 5, 7, 8, 14 ; 6, 7, 8, i3. 

Ces 8 combinaisons ont un nombre dans une section extérieure et 
trois nombres dans une section intérieure. 



V. 



1. 5, 


i3, 


i5*; 


1, 6, 


|3, 


14 


; 1. 


9. 


10, 


i4; 


1, 


9, II, i3*; 


2, 4, 


la, 


16*; 


2, 5, 


i3, 


i4 


2, 


9. 


10, 


i3; 






3, 4. 


11. 


16; 


3, 4. 


12, 


|5; 


3, 


7, 


8, 


16; 


3, 


8, II, 12; 


4,6, 


8, 


16*; 


4. 7. 


8, 


i5 


; 4, 




M. 


12; 


4, 


8, 10, 12*; 


S, 6, 


9, 


14; 


K, 6, 


10. 


i3 


; «, 




9' 


i3*; 







10 CHAPITRE I. 

Les i8 combinaisons de ce groupe se composent de 4 nombres dool 
deux sont pria dans une section et les deux autres dans deux autres 
sections. Parmi ces combinaisons il y en a 6 marquées d'astérisque 
qui sont composées de 4 nombres pairs ou de 4 nombres impaire, 
comme celles du dernier groupe. 



VI. 



1. 7. I 



% 6, 



i, 6, 



% 6, 1 

3, 7, i 

De toutes ces 36 combinaisons, les plus importantes sont les 36 des 
groupes 1 et 111, qui forment exclusivement les i6 égalités fondamen- 
tates et les ao égalités des quadrilles, des quartiers et des carrés et 



mgles intérieurs (diagi 
liques. Les la combinaisons di 
et les angles des carrés de g cai 
peuvent occuper que 4 ou ^ 
carrés simples. Toutes les aut 
que les diagonales di 



iples. 



4, 5 et 6) des carrés diabo- 
pent les diagonales 
binaisons du groupe II ne 
côtés dans les 
binaisons ne peuvent occuper 



groupe 

■s. Les Ci 
■angées paralli 



Les Planches I à VI représentent tHy types de carrés magiques de 
4 partagés en trois classes, à la tète de chacune desquelles se trouve 
un carré diabolique. On aurait pu encore diminuer le nombre des 
types, au moyen de transformations simples, mais cela aurait exigé 
de longues explications. Si l'on prend pour générateur le type des 
carrés diaboliques I, on obtient te carré 11 en transposant la II" et 
la 111° section des séries; le carré [Il se déduit du carré 1 en transpo- 
sant les nombres a et 5, 4 et 7 et leurs compléments. Ainsi l'on aurait 
pu ramener à un seul type les 3 types des carrés diaboliques et les 
4^ types des carrés semi-diaboliques donnés sur nos Planches; mais 
cela aurait embrouillé la classification. 

Chacun des 3 types de carrés diaboliques produit par la rupture 

4 X 4 = 16 carrés diaboliques et ces derniers produisent, par la per- 

Diafr. 19. 



3 


6- 


■!) 


w 


10 


K. 


.* 


5 


i 


I' 


1* 


// 


13 


;2- 


■' 





mutation des rangées correspondantes, autant de carrés ^emi-diabo- 
lî<|ties. Par exemple, le carré diabnliqup du diagramme n" 1!> donne. 



I permutation des rangées ce 
f.du diagramme d° 20. La géi 



LES CAHIIËS MAGIQUES DE 4' ■< 

«pondantes le carré semi-iliab»- 
lilé de cette transforma lion n<iii> 



Diagr. 



3 


9 


6 


(6 


3 


14 


I 


/! 


m 


4 


15 


,5 


li 


î 


Î2 


2 



tnsé de représenter ( 



48 carrés semi-diaboliques sur nos 

jte 336 carrés semi-diaboliques ({uc 

s par des transformations très simples 

;s. Nous les avons représentéa par 

i-diaboliques. Il est facile de vi 



Hhlt'C ces carrés, il y a en 

f^ déduit des carrés diaboliqi 

[communes aux trois cla< 

^l^pesdonnantchacun 8 can 

Mdàns les 6 premiers types ( n" 2 et 3) toutes les rangées horizontales 

tTertîcales se sont conservées, en changeant d'ordre et avec quelques 

O^ficalion s d'ordre de leurs nombres; et que dans les 36 autres 

pes (n** 4 à IS) les rangées horizontales ou verticales se sont seules 

nuerrées. 

Ainsi, l'adoption, des deu\ transformations générales que nous 
«tu expliquées dans les art. 5 à 10 de noire Livre nous a permis de 
iptisenler, au mojen de 4à Mpes, les 4^2 carrés que Frenicle avait 
«rqaés par les lettres a, [1 et -f. 

Quant aux 4^8 carrés magiques simples, les rangées horizontales 
imticales ne se sont conservées que dans la moitié de ce nombre, 
esl-i-dire dans 324 carrés. Dans les aa4 autres carrés simples, deux 
ingées horizontales ou verticales du carré diabolique de la même 
UM se sont seules conservées, tandis que chacune des deux autres 
ingées du carré simple est formée par les 4 nombres d'une des divi- 
DDS du carré diabolique indiquées par les lettres A,B, . . .,L sur les 
disgrammes 20 bis. Il est facile de voir sur les Planches I à VI que 

Diaer, lo bU. 



C 
A B 



F 





H 









II 



L 

J h 



utes les formes ne sont pas également applirabltx^ 



12 



CHAPITRE I. 



qu^il y a des formes qui donnent un nombre égal de lypes dansks 
trois classes, comme, par exemple, les formes n®» 16, 51 et qu'il y eni 
qui ne donnent des types que dans deux, classes ou dans une seule, 

comme, par exemple, les formes n®* 21 , 22, 34, 53, H y a même une 

forme qui ne s'applique à aucune classe; elle est indiquée sur le dia- 
gramme n® 21. Voilà pourquoi le nombre des types de carrés simples 

Diagr. 21. 



n'est pas égal pour toutes les classes et, tandis f[ue la classe I en a 4o, 
la classe II en a 28 et la classe III, 44 > ^c nombre total de types des 
carrés simples étant 112. 

Parmi ces 1 12 types de carrés simples, il y a 4 lyp^s, n*» 22, 29, 50 
et 57, qui ne possèdent pas la troisième et la quatrième propriété, ex- 
posées dans les pages 89 et 4o de notre Livre. Nous appellerons ces 
carrés carrés gauches. Il est facile de voir que ce sont les seuls dans 
lesquels deux rangées horizontales ou verticales sont formées par les 
combinaisons du III® groupe, tandis que les deux autres sont formées 
par les combinaisons du II® groupe. 

Ainsi les i5y types que nous donnons représentent tous les 880 carrés 

de 4 

3x32-h42X8H-I12X4= 880. 

La classification de ces types permet de s'assurer qu'aucun d'eux 
n'est identique aux autres. Si Ton compte le nombre des carrés dans 
lesquels, parmi les 4 nombres occupant les angles, les chiffres i, 2, 3, 
4, 5, 6 et 7 sont les plus faibles, on trouve les nombres 208, 200, 166, 
178, 64, 48 et 16, donnés par Frénicle. Evidemment, ce sont les mêmes 
carrés qu'a trouvés Frénicle, d'autant plus que M. Delannoy est arrivé 
au même résultat par une méthode toute différente, basée sur la con- 
stitution des diagonales des deux carrés composants, formés, Tun 
avec les nombres 1, 2, 3, 4, et l'autre avec les nombres o, 4> 8, 12. 

Ces 880 carrés produisent par la rotation et le retournement 
880 X 8 =: 7040 variantes qui peuvent servir de noyau central dans 
les carrés à enceinte. Malgré cela plusieurs auteurs ont voulu dépas- 
ser le chiffre 880; Violle a prétendu pouvoir construire i58o car- 



LES CARRÉS XAGIQUeS DE ' 

rés; en l'imitant, nous avons cru arriver tiii 
après avoir bien vérifié nos types, nous avons t 
eus étaient identiques aux autres. 

On sait que, pour tout carré semi-magique, 
tives aux rangées parallèles aux côtés et que, o 
de tous les n' nombres donnés. Or deux de ces égalités sont évidem- 
ment la conséquence des autres, de sorte que, pour les carrés semi- 
magiques, on n'a que (an — i) égalités indépendantes. Pour avoir un 
carré magique simple, il est nécessaire d'ajouter encore deux égalités 
relatives aux diagonales, car on peut construire des carrés semi-ma- 
giques dans lesquels une diagonale donne la somme j (diagrammes 



cliifVre de loiG, mais, 
u que plusieurs d'entre 



il y a an égalités rela- 



'22 et 23). Ainsi, poui 



les < 



lagiqi 



J 


3 


,e 


11' 


« 


a 


2 


it 


w 


s 


11 


7 


s 


12 


5 


9 



% 



iimples, 

Diagr. aî. 
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I que 



; 


3 


» 


16 


« 


J3 


4 


2 


s 


10 


H 


7 


12 


8 


6 


3 



(2H -f- 1) égalités indépendantes. Quant aux égalités supplémentaires 
qui expriment les conditions du semi-diabolismeet du diabolisme, elles 
ne sont pas toutes indépendantes. Ainsi, pour n^^i,'d suffit d'ajouter 
une des deux égalités (diagramme n° 1) 



(1) C,-f 



(s) c,+ d,^c 



âlec 



pour que l'autre en découle nécessairement et q 
diabolique, parce que île -f- Ir/ =: ts. 

De même, pour les carrés diaboliques, il suffit d'ajouter encore une 
des deux paires d'égalités 

(3) a,-^-b,+ Ci-i-dx = s ou (41 n,-i- i,-(- Cj-t-rfj = i 
(5) a,-\-b,+ c,-i-dt= s ou (6) ai-t-bi-hc,-hd, = s, 

de sorte que, pour les carrés de 4 semi-diaboliques et diaboli(|ues, il 
n'y a réellement que lo et la égalités indépendantes. 



i4 



CHAPITRE II. 



CHAPITRE IL 



CARRÉS MAGIQUES DES RACINES PLUS ÉLEVÉES QUE 4(»). 

A mesure que la racine n croît, le problème devenant de plus en 
plus vague et indéterminé, les carrés magiques présentent de moins 
en moins des propriétés caractéristiques. 

Après les carrés de 4, ce sont les carrés de 5 qui sont les plus inté- 
ressants. En désignant les cases par des lettres (diagramme n* 24), 



Diagr. 24. 



m 



d, 



i' 



ai 



h, 



kl 



f. 



hs 



m 



^2 



c 



C3 



JT 



r* 



on trouve 



(i) I,a-hl.c-hl./ ^-iSy 

(3) i:>Ç'-4-2A-+- m =s, 

(5) 26 -hSc-hSA- =25, 

(7) I,a -h I>b-h^7.m= 2s: 



/K 



(2) 26 -h Sc?^- SA = 25, 
(4) Sa -4- Le? -4- 2^=25, 
(6) Lf-hZh-hm =5, 



en additionnant les égalités (i) et (2) et en retranchant Tégalité (6), 
on a 



(8) 



2a-+-2:6H-2:c-4-2c?=35-f-/w, 



(•) Ce Chapitre est destiné à compléter Tari. 13. 



m 



CARRÉS MAGIQUES DES RACINES PLUS ÉLEVÉES QUE (\, l5 

c^est-à-dire que la somme des i6 nombres des 4 quartiers angulaires 
est égale à la somme de trois rangées, augmentée du nombre placé à 
la case centrale. En combinant les égalités (7) et (8), on trouve 

(9) Lc-f- 2^? = 5H-3m. 

Pour que le carré soit semi-diabolique, il faut avoir, outre cela 
(p. 33), 

(10) 2c-f-£rf = 2 =7. s. 

En combinant ces égalités, on a 

en faisant /i =: 5, ^ = 65, on trouve 

m = i3, 

c'est-à-dire que les carrés de 5 ne peuvent être semi-diaboliques qu^à 
condition que la case centrale soit occupée par le nombre moyen i3. 

Dans Tart. 8, à la page 35 de notre Livre, nous avons montré que, 
quand n est un nombre premier, comme 5, 7, 11, i3, ..., on peut 
transformer en carrés diaboliques les carrés semi-diaboliques obtenus 
par la méthode de Bachet, en faisant permuter les rangées horizon- 
tales ou verticales dans l'ordre suivant : 

(I) (^H-.), (Il) (^H--), " (iii) •••• 

Ainsi, pour /i = 5, il faut disposer les rangées de la manière sui- 
vante : 1, IV, II, V, III, ou, pour avoir i3 à la case centrale, II, V, III, 
I, IV. Ce carré diabolique, représenté sur le diagramme 11 de la PL II, 
peut être varié de quatre manières : 

I® On peut faire permuter entre eux le premier et le second nom- 
bre, ainsi que le quatrième et le cinquième nombre de chaque sec- 
tion de la progression i, 2, 3, . . ., 25; en opérant cette transforma- 
tion, on obtient le carré du diagramme n° 15; 

2® Dans chacun de ces deux carrés n®» 11 et i5, on fait permuter le 
second et le quatrième nombre de chaque section, après quoi Ton 
obtient encore deux carrés n°* 7 et 3 ; 

3<* Dans chacun de ces quatre carrés on fait permuter le premier et 
le cinquième nombre de chaque section, ce qui donne encore quatre 
carrés n^* /ii 8, 12 et 16; 

4* Enfin, dans tous les 8 carrés on fait permuter entre elles la 



l6 cnAPITKB II. 

deuilème el la iroisième section, el l'on obtient encore 8 carrés, 
n" I, 2, 5, 6, 9, lo, i3 et i4i tle sorte qu'on a i6 différents types de 
carrés diaboliques de 5, lesquels, parla rupture, donnent i6x5*=^od 
carrés différents. 

Nous ne savons pas si quelqu'un a obtenu autant de carrés diabo- 
liques de 5. En examinant les recherclies de Frénicle, insérées dans 
les Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, 1739, 
nous avons remarqué que ces 16 tvpes se déduisent aussi, par notre 
procédé indiqué à l'art. 8, des carrés A, B, C, D et des suivants, que 
Frénicle a obtenus en faisant permuter les rangées dans le carré pré- 
liminaire tracé par la méthode de Bachet. 

Ces 16 tjpes, semblablement disposés sur la PL VU, ont des pro- 
priétés assez remarquables : 

■ ■■ Ils sont tous non seulement diaboliques, mais aussi semi-diabo- 
liques. Ils restent semi-diaboliques après la permutation de 4 rangées 
correspondantes, ce qui se comprend facilement, car les 4 nombres 
<les demi-diagonales forment deux couples de nombres complémen- 
taires ; mais cette transformation détruit le diabolisme, comme la rup- 
ture du carré détruit le'semi-diabolisme. 

2° Il résulte des transformations au moyen desquelles nous avons 
obtenu ces 16 types que, si la case | (diagramme n" 23) est occupée 
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S-p 












r 


3 





par le plus petit nombre, que nous désignerons par/» el qui ne peut 
être que 1 , a, 4 ou 5, la case J sera toujours occupée par le nombre 
23 el la case opposée J par son complément 3, la case * sera occupée 
par le nombre (C —p) et, la case | étant occupée par un des nombres 
I, 2, 4 ou 5, que nous désignerons par </, la case J le sera par te 
nombre (6 — 7); enfin la case J sera occupée par un des nombres 
(P -t- 5) ou (/> H- 1.1), que nous désignerons par r. 

3" Dans Ions ces types on a les relations suivantes (diagramme 



CABBfiS MAGIOLES DES I 



i PLDS ËLEVËES QUE ' 



a-W) : 



(3) Ï4- = 2*, 
Pour que le type 



/■=33, 
(S) «■ 



(1) Se = 39. (a) 

(1) ^^I* = 5>, (5) « + .'=/+ 

plus complètement déterminé, il suffit de 

Diagr. 36. 
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choisir les nombres p, q el r dans les limites que i 



quées el de calculer tous les nombre 

Diagr. î 



.1 moyen du diagramme n° 27. 
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Si l'on fait rompre un type des carrés diaboliques et si, dans cette 
variante, aussi diabolique, on fait permuter les rangées correspon- 
dantes, on n'obtient qu'un carré simple. 

On peut déduire de ces ivpes, par des transformations analogues à 
celles que nous avons employées pour les carres de ^, un nombre très 
considérable de carrés semi-diaboliques et simples. 

Si n est un nombre impair composé, les carrés diaboliques de celle 
sorte ne sont possibles, d'après M. Lucas, que si n no contient pas 
le facteur 3, par exemple, pour n = s5, 35, 55, 77, . . .; mais si h 



iK CBAPITRE II. 

ciinliciil ce fadeur, par exemple, si n ^9, i5, ai , . . . , les carrés «U>- 
lioliqiies sont impossibles. Dans ce dernier cas on obtient, par le pro- 
rt-dé indiqué dans l'art. 8 de notre Livre, des carrés qui ne peuTcot 
se rompre que par tranches de 3, 6, 9, ... bandes. Tels sont les carr» 
do 9 H du i5, représentés sur les diagrammes n** 28 et 39, dans les- 

Diagr. 18. 
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* dos tranches de j bindes. Aïnsî. par la rnp- 
-- a \;)rianles et le second tn donne 5*=: aâ. 
' Ijil \oir que le^ différences des deu:^ nom- 
niccs li.'riïont.ilef, verticales el dîa^nales, 
-.Mslj".ls. c! .jnc les nt<inbres consécutifs se 
;I> i!;i ^■l^,^:icr ilcs ^■he»'*: la loi ai leur 
x:::'. .'.^r/iirisc, ,î? niAsier* à permettre de 
■; ics .-AfriT .k ."ït:? Cîf>*\"*, pMjr tout n im- 

.■ iv- ■.;> .-ir"ï# r." àS et â9. les dem dia- 

- ,v ■■.■.»r;;-.v,— :* .-.; ; vt*** iost «sale» entre 

âA ,.■,,".;■' "■:> -,<:::?s dîuoaaW soat 

[■- .,■ -!-~ i.*â|t. .^-w^M diOe- 

■■,\t -, -,- > ■;■. s-'-: «.ïssi e£>b» entre 

. . I ;• T.-f: -f :<;^;>£:»er cb«qae 

-. > .. " .> ;.- ^-/i i\t. » fùtuit la 

^ ' , ■>■-■,- r-.-rr; vùtf- C-k«Be 

.-■ .•..■■•.■ -^.rvà donne. 



CAHBËS SAGIQl'ES DES RACI>RS PLUS ÉLEVÉES QL'E f\. I9 

•.c ie carré primitif, 3 variantes, puis, dans ces a variantes, retourner 
deuxième tranche, ce qui donne en tout 4 variantes, puis retourner 
19 ces 4 variantes la troisième tranche, et ainsi de suite, il est facile 
voir que la transformation des tranches horizontales ou verticales 
ine, pour un carré comprenant t tranches, un nombre de variantes 
il à i', le carré primitif y compris, et que la transformation suc- 
sive des tranches horizontales et des tranches verticales donne 
< a'^^a" variâmes. Par exemple, pour (^5, on aura 2'"^= 1034 
■ianles, et, pour (=^3, on aura 3'r=64 variantes. Ces carrés oc- 

nin.r. m. - 



2^1 



aent une place intermédiaire entre les cîrrrés diaboliques et les 
■rés semi-diaboliques, comme les carrés de « pairement pairs, con- 
uits au moyen de la méthode graphique fp, 40- 
Disons quelques mots des carrés de n impalrement pairs. Il est fa- 
e de se convaincre que, dans ce cas, les carrés diaboliques sont 
possibles, comme nous l'avons dit à la page 35 de notre Livre, Dans 



HO i^iiapithe 11. 

Idiih l'itHcnrrr'it \n snmmc dos n' nombres de la progression 1,2 n- 

■'■liint i-f-aU'. iV - . - ircst pas divisible par 4, ce qui fait voir qoe 
ri't cm ri'-» iiit fieiivoiit pns <ïtre divisés en 4 quartiers égaux, et que ce 
iti' Noiil i|iii; U:» 'i quartiers opposés qui y sont égaux, comme il est 
ilil |iliii liiiiit (dint;riiiiiiiiu u" 'i). Pour » =: 6, on déduit des égalités 
f'iiiiiIntiiciitiili'H les <^t;uUlés suivantes (diagramme n'30) : 
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de départ à des éludes fort 

n autre genre, M. V. Coccoz 

c les nôtres et en démon- 

à la pratique, 

les 



(.'.es relations peuvent servir <le poinl 
intéressantes, l'ar des coiisitiéia lions d'i 
est arrivé à des résultats qui s'accordent 
treraienl au besoin l'exactitude. Passant de I: 
il a composé plusieurs carrés, parmi lesqi 
deux représentés sur les dia};rammes n" 31 et 3*2. Les nombres situés 
sur tes diagonales du carré n" 31 sont groupés île manière à présenter 
aux angles la plus petite somme possible, 2 -t- 1 1 -t- 3 -(- 10^ 26. 
Après des transformations applicables à tous les carrés, on pourrait 
y compter la plus grande somme, 1:39 ou la moyenne 74- Le carré 
n" 32 est la solution de ce problème : obtenir avec les nombres inscrits 
dans les 16 cases du noyau intérieur la même somme 333 qu'avec 
ceux des 30 cases qui encadrent le noyau et lui servent de bordure. 

Disons quelques mots des carrés semi-magiques de 6.'| cases que 



CARRÉS HlGIQUeS DES RACINES PLL'S ËLEVËES QUE 4' ^* 

ion obtîeDl par la niarclie du cavalier. Dans ces carrés il n'y a que 
les rangées parallèles au\ côtés qui donnent la somme égale ks=^ a6o, 
tandis que les diagonales ne la donnent jamais, du moins sur des échi- 
quiers de 64 cases, ainsi que nous l'avons constaté en examinant la 



Diagr. 3.. 



Diagr. 32. 
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collection de M, Feisllianiel, qui s'esl spécialement occupé de celle 

question. D'après lui le nombre des types des carrés semi-magiques de 

celte espèce, connus en France, atteint maintenant 82. Parmi 

27 sont formés de chaînes fermées; l'une d'elles fournil huit v 

et les autres n'en fournissent que quatre. Nous ne donnons que deux 

carrés (diagrammes n" 33 et 34) ; le premier, construit par M. Feïst- 
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liamel, donne une chaîne < 
donne une chaîne fermée. 



md, du à M. l'alam 



'A'f. 



CHAPITRE III. 



CHAPITRE III. 

rJCS CAHHKS MAGIQUIiS A KNCKINTP: OU A BORDURE («>. 

rr<';fiirl<;, inv<;nt<uir des ciiceîiites, les a considérées comme uoe mé- 
th()d(; ^éiiénile pour la construction des carrés magiques dont la ra- 
cine déliasse l\, Va\ effet, cette niétliode s'applique à tous les carrés 
plus facilement que les autres et fournit beaucoup de solutions. Il a 
même donné, dans son Mémoire inséré dans Y Histoire de V Académie 
(les Sciences, 27 carrés de 5 à enceinte, réguliers et non réguliers, 
dont chacun produit 8x6x6=: 288 variantes. Nous avons montré, 
dans notre Livre, qu'il nV a pour n -=1 5 que 10 enceintes des carrés 
réf;uliers, dont le noyau central est composé des nombres consécutifs, 
et forme une profçression arithmétique non interrompue, de sorte que 
le nombre des carrés de 5 à enceinte réguliers se monte à 2880. Violle, 
comme nous l'avons dit à la page ^3, a calculé que, pour /iziz 5, il y a 
plus de I million de carrés à enceinte réguliers et irréguliers. Mais il 
est évident que, pour toutes les valeurs de n, le nombre des carrés, 
sans enceinte ou ordinaires, surpasse toujours le nombre des carrés à 
enceinte. D'abord, cha(|ue carré à enceinte simple donne, par la double 
rupture, un carré sans enceinte; (piant aux carrés à enceinte semi- 
diaboliques, comme ceux, qui sont représentés sur les diagrammes 
n''* 35 à 38, chacun d'eux donne, par la rupture, trois carrés ordi- 



Diagr. 3.'). 



Diagr. 30. 
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naires. Mnfin, on peut faire perdre aux carrés leur enceinte par des 



(') Ce Chapitre sert de eomplémcnl à l'art. \\ de noire Livre. 
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transformations partielles, représentées sur les fig. 35 à 38 de noire 



Atlas. Par exemple, dans le carré n" 199, < 
(i4iS) et (17,2), après quoi le carré p 
que si, pour n j:;^ 5, le nombre des cat 



n peut transposer les couples 
son enceinte. Cela fait voir 
à enceinte surpasse t mil- 
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lion, -celui des carrés sans enceinte ne peut pas èlre 
chifTre calculé par Violle et mentionné dans 

Pour /i 1= 6 nous avons construit i3i en< 
liers, dont le noyau est composé des lô n< 
avons employé avec avantage le procédé su 
enceintes. 

Pour n z:^ 5, l'enceinte des carrés régulier 
□ombres de i à 8 et 8 grands nombres de 1$ 
peuvent être distribués sur les côtés de l'enc 
ndiquées sur les diagrammes n" 39 et 40, 



les des < 
u-es de [ I 



est formée avec 
I 25. Les petits 
inte de deux n 



l petits 
imbres 



Diagr. 39. 
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CHAPITRE III. 

et Ton a, pour les deux formes, 

III) /_u/'=vy=^^j3_(ô_a). 

Nous supposerons toujours que, des deux nombres placés aux angles, 
a est plus petit que b. Pour que les égalités I et II donnent des nom- 
bres entiers, il faut que le binôme (3a -h 6) soit divisible par 2, ce 
qui ne peut se faire que si a et ^ sont à la fois pairs ou impairs. La 
forme II ne convient que pour a^=^\ et 6 m: 3. Ce sont ces formules 
1 à 111 qui nous ont donné les 10 types d'enceintes représentés sur 
\iisjig, 177 à 186 de Tatlas. 

Quand w = G, il n'y a qu'une seule forme de distribution des 
10 petits nombres de i à 10, représentée sur le diagramme n** hi, La 

Diagr. f\i. 
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somme de ces uombres étant égale à 55, on trouve 



( 1 ) </-+-/> -i- c = 2 ^/, 
/iii\ V 'i^ — ^a — h 



(II) a-r-2e = ^^-4- V* 



'1 



Pour avoir des nombres entiers, il faut que a et b soient de parité 
différente. 

Ces relations facilitent beaucoup la formation des enceintes. Pre- 
non*^, ])ar exemple, a = f{ et ^ =n 7. La formule 111 donne 

r-r-2^ = 18. 

On peut former cette somme, par une des combinaisons suivantes, des 
nombres ([ui restent libres 

(1-4-8-1-9), (^-+-64-10), (3 H- 5 + 10) et (3-1-64-9). 

Prenons la combinaison (2 -4- 6 -i- 10) et faisons 

c — 2, Se = 6 -h 10 = 16. 



LES CARRÉS MAGIQUES A ENCEINTE OU A BORDURE. 2.5 

La formule II donne 

Or il est possible d'obtenir celle somme en prenant pour /et/' les 
nombres 5 et 8. Les trois nombres libres i , 3 et 9 occuperont les places 
dy d! et ^, et nous aurons Tenceinle représentée sur le diagramme 
11* 42. C'est ainsi que nous avons trouvé i3i enceintes, représentées 

Diagr. 4^' 
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par des suites de chiffres dont le premier à gauche exprime a, le se- 
cond b, le troisième c, le quatrième et le cinquième les deux e, et les 
deux derniers, les deux/. (Les deux chiffres consécutifs i et o doivent 
toujours être lus ensemble comme formant le nombre 10.) 



1. I '^96 1078 
5. 14105938 
9. 1694 1027 
i3. 1867945 
17. 1896724 
21. I 1057934 
25. 23869410 
29. 23106748 
33. 25iuj836 
37. 2784935 
41. 29461018 

4r>. 3467859 

19. 3jio5628 
r»3. 3675819 
57. 38541027 
61. 3 10279 18 
65. 3io846i2 
69. 45811026 
73. 45101826 
77. 47531019 
81. 4781925 



2. 12107859 
6. li 106829 
10. i6[o49'i5 
14. i875i0'>.6 
18. 18105723 
22. 1106782Î 
26. 2394 io58 
30. 25481069 
34. 27381049 
38. 279i8i6 
42. 29731015 
46. 34867210 
50. 3647958 
54. 36821045 
58. 3864917 
62. 31045916 
66. 45361078 
70. 4582937 
74. 4'5^o36i7 
78. i753io2S 
8:2. Î7936i5 



X- 

3. 14879310 
7. i658io49 
11. 18391057 
15. 1876935 
10. I 1048926 
23. 110-5923 
27. 23941067 
31. 2576948 
3.'). 27561038 
30. 27to38i5 
43. 298571 i 
47. 3495-1 10 
51. 36578210 
;k). 36 loi 92 j 
50. 38721016 
63. 31056724 
67. 4>7''ii«^8 
71. i)92836 
75. î726ïo58 
70. .\';(S'i\o\?> 
83. i9i6io38 



4. 14978210 
8. i685io37 
12. [8571046 
16. 1893 1024 
20. 11048935 
24. M076823 
28. 23104957 
32. 25103918 
36. 2765 loi 9 
40. 29371046 
44. 34561078 
48. 34105619 
52. 3674928 
56. 3845IOI9 
60. 310189Î6 
64. 3106571Î 
68. 45739110 
72. 4593718 
76. ^''iiSc^'xio 
80. 47^33918 
84. î925io37 



Ttrt 
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85. 49368 j: 

X9. >6Si7i4 

93. SS431036 

97. Sioi6Sa7 

101. 67159Î10 

liJCi. 6734819 

109. 6-»ii5i> 

113. iVii37i> 

HT. 7î*i3956 

121. 7S6Î415 

Ii9. S>îi-J"> 



}^. 49SJ1016 

9l». Ï601-54 

91. S8439Ï7 

98. 51014917 

|i»i. 6ri3i04d 

106. 674 11018 

110. 6ai3ioi8 

111. 69>I^li 
118. 7SHIVM6 
l±i. 71011935 
li!ii. ^914617 
130. 91011634 



5* 

87. 496I815 

91. S8169110 

95. S861934 

99. 3io6i7i3 

103. 67^5839 

107. 6743819 

111. 691S837 

115. 6972713 

119. 78a56i9 

lij. 71011934 

Ii7. 8913617 

131. 91013415 



5- 

88. 56278410 
92. 5836719 
96. 5873614 
100. 67141058 
104. 673481 10 
108. 6783415 
112. 691S718 
116. 78111056 
120 7851634 
124. 7io3i8i4 
128. 8914517 



Dans celle Table. re\eniple que nous avons donné est représenté 
|»ar ia suite n* 73. 

Ici nous terminons nos recherches sur les carrés magiques qui ont 
jadis occupé Fermât. Aujourd'hui. M. Edouard Lucas a eu le bonheur 
de mettre la main sur des manuscrits originaux et inédits de ce grand 
i:ôomètrt\ dont il a oommencé la publication (* ^. .\Tant rhonneur de 
connaître iH'rsonnellonient ce savant, qui a fait de nombreuses et 
e\ ce lion tes rt*cherches sur l* Analyse indéterminée et r.Arilhmétique 
supérieure, nous ne doutons pas que son nouveau travail présentera 
beaucoup d*inlorét, surtout s'il v introduit ses propres recherches, 
tort intort*ssantes. 
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NOTES. 



NOTE I 



Ainsi que nous Tavons dit, dans notre Avant-Propos, il importe de mul- 
tiplier les méthodes pour éclaircir les questions; nous jugeons donc utile 
de reproduire in extenso la méthode employée par M. Dclannoy pour 
trouver le nombre des carres de 4* 

On peut obtenir ces carrés en formant des carrés map^iques avec les 
nombres i, 2, 3, 4 (i*' Tableau), puis avec les nombres o, 4r ^» ''-* (2* Ta- 
bleau) et en additionnant les termes correspondants des deux Tableaux. 

La réunion d'une diagonale du 1"' Tableau et d'une diagonale du 7? doit 
donner la somme 34* La diagonale du 2" Tableau est un niuliiple de .{^ par 
suite celle du i**' doit être égale à 2 plus un multiple de 4- Les seuls mul- 
tiples de 4 augmentés de 2, que Ton puisse former avec 4 nombres pris de 

I à 4» sont 

6, 10 et i\. 

ï^s diagonales correspondantes du 2' Tableau sont 

28, a'4 cl 30. 

LES DIFFÉREiNTS TYPES. 

Les seuls types qui satisfassent à la question, sans que l'addition des 
nombres produise des répétitions de termes, sont les suivants : 

Type A. — Chaque diagonale comprend un moyen et un extrême ré- 
pétés 2 fois. Ce type ne donne que des premiers Tableaux, dont les diago- 
nales sont 

I, I, 2, '.» cl :î, ;î, 4. \- 

Type B. — Chaque diagonale comprend un extrême répété '\ fois et un 
moyen. Ce type ne donne également que des premiers Tableaux : les diago- 
nales sont 

1, I, I, :> et 'j, i, '|, .'. 

Type B'. — Chaque diagonale comprend un moyen répété '\ fois «-r nn 



^8 



NOTE I. 



extrême. Ce type fournit des premiers et des deuxicmes Tableaui;lcs 
diagonales sont 

3, :», 2, /| et 3, 3, 3, i 
ou 

S, «, 8, O et \, .\y 'l, 13. 

Type G. — Chaque diagonale comprend un moyen répété u fois etl« 
A extrêmes. Ce type ne donne que des deuxièmes Tableaux dont les dia- 
gonales sont 

o, '|, '|, 12 et o, s, 8. 17.. 

Type L). — Chaque diagonale comprend un moyen et un extrême avec 
l'autre moyen (ou l'autre extrême) répété u fois. Ce type ne fournit aussi 
({ue des deuxièmes Tableaux; les diagonales sont 

o, 5, I », i'.».; o, \, K, S: 'i, 4, S, I-.»; o, o, 8, la. 

Type C — Chaque diagonale comprend soit les 2 moyens et les 2 c\- 
irémes, soit les 2 extrêmes (ou les 2 moyens) répétés 2 fois. Ce type donne 
des premiers et des deuxièmes Tableaux; les diagonales sont 



nu 



I, :*, iî, \\ 1,1, /|. \ : n, a, 3, 3 



o, \, S, I.»; Of o, 13, u: 4» 1 8, S. 



I. — Combinaisons des types A et G. 
Le type A donne avec C le<î 3 carrés n"' 1, 2, 3. 
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fr 
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tf 
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Le carré n" 1 en donne un autre en permutant simultanément i et 4, 
2 et 3, o cl r.»., \ et 8. Chacun de ces carrés en fournit 4 autres par les 
transformations générales, consistant à permuter soit les quartiers opposés, 
soit les lignes intérieures, puis les colonnes intérieures. Ce carré n^ 1 
donin; donc en tout 8 carrés. 

Le rarré n" 2 en fournit un autre par la permutation indiquée pour le 
n" 1. (ihacun d'eux donne un autre carré en permutant les nombres mé- 
dians de la première ligne, puis les nombres médians de la dernière. En 
appliquant ù ces \ carrés les transformations générales, on obtient en tout 



Li' carré n** Ucn donne un autre «'n permutant les chiirres 1 cl a, 3 cl \, 



COMBINAISONS DES TYPES B ET D. 



2*J 



Chacun d'eux en fournit deux autres en permutant soit les nombres nié- 
lians «le la première ligne avec ceux de la dernière, soit les nombres mé- 
iians de la première colonne, puis les nombres médians de la dernière. 
\x-cc les transformations générales on obtient donc. 

2 X 4 X 'i = 32 carrés. 

Ainsi la combinaison des types A et G produit 

8 -f- i6 -f-32 = 30 carrés. 



IL — Combinaisons des types A et D. 
Le type A donne avec D les carrés n"* 4, îî, 6. 
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Le carré n** 4 en donne un autre en permutant i et 2. i et 4- Chacun 
d'eoTv, ainsi que les carrés 5 et 6, en fournit 16 autres, comme le n° 2 et par 
les mêmes transformations. 

La combinaison des types A et D produit donc 

'l X 16 = 64 carrés. 



lU. — Combinaisons des types B et C. 
Le type B donne avec G les 3 carrés 7, 8, 9. 
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Chacun de ces carrés en donne 16 par les nièmcs transformations que 
pour le carré n^'S (sauf la i*^'). 
La combinaison des types H et C donne donc 



3 X ih .. '18 rarn's. 



3o 
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IV. — Combinaisons des types B et D. 
Le type B donne avec D les 3 carrés 10, il, 12. 
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Ces 3 carrés en fournissent respectivement le même nombre que i 
n"** 1, 2 et 3) au moyen des mêmes transformations (la i** transformatk 
du carré n" 12 diffère seule de celle du n** 3; on y permute o et 8j 4 ^^ < 
au lieu de permuter i et 2, 3 et 4)- 

La combinaison des types B et D donne donc 56 carrés. 

V. — Combinaisons des types B' et 6. 
Le type B' donne avec G le carré n" 13. 
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Ce carré en fournit un autre en permutant 4 <^t 8; chacun d'eux < 
donne un autre en permutant o et 12 et chacun de ces 4 carrés en doni 
16 par les mêmes transformations que pour le carré n"* 2. Enfin, dans chi 
oun de ces G^ carrés, on peut échanger les 2 Tableaux. 

La combinaison des types B' et G produit donc 

4 X 16 X 2 — 128 carrés. 

VL — Combinaisons du type G avec lui-même. 

Le type G donne, par la combinaison de ses premiers avec ses dcuxièm 
Tableaux, les carrés n"* 14 à 27. 
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l*e carre n* 14 en donne un autre par l'échange des a Tableaux. Chacun 
des carrés 15 et 16 en fournit un autre en permutant oi et 3, ce qui nous 
fait 

3x2 = 6 carrés. 
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Les carres 17, 18, 19 en donnent 6 par des transformations identiques à 
celles des n°*14 à 16; mais, en outre, chacun de ces 6 carrés en fournit un 
autre en permutant les nombres médians de la première colonne, puis ceux 
de la dernière, ce qui produit en définitive 

6x2= 12 carrés. 
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Le carré n*^ 21 en donne un autre en permutant 2 et 3, ce qui nous fait, 
pour les n^ 20 et 21, 3 carrés. 
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Chacun des 6 carrés 22 à 27 en donne un autre en permutant 2 et 3, ce 
qui fait en tout 12 carrés. 

Nous obtenons donc, pour la combinaison du type G avec lui-même, 

() -I- 12 -I- 3 -h 12 = 33 carrés. 



Mais il y a lieu de remarquer que chacun de ces carrés peut en donner 



32 
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un autre en permutant 4 et 8; chacun de ceux-ci en fournit également un 
autre en permutant les 2 premières colonneS) puis les 2 dernières. Enfiot 
il reste à appliquer les transformations générales et l'on obtient ainsi 

33 X 4 X 4 = ^28 carrés. 
Récapitulant les résultats obtenus, on trouve 



Total... 



56 AC 


64 AD 


48 BC 


56 BD 


128 B'G 


528 GG 


880 carrés, 



nombre égal à celui trouvé par Fréniclc. 

Nous les décomposons, dans le Tableau ci-après, en a, p, y» o- 
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des carrés.' 
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4 à 


7 à 9 
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14à 16 


17 à 19 


20 et 21 


22 à 27 
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NOTE II. 

M. Delannoy nous a indiqué la méthode suivante pour tracer une marche 
de cavalier sur un échiquier carré de grandeur quelconque, quand on sail 
construire cette marche sur les échiquiers de 6* 6, 7 et 8 cases de côté. 

I. — Échiquiers impairs. 

Dans une bordure de 7, cases de largeur, dont le cùté est impair, on peut 
toujours tracer 2 marches rentrantes. 

Par suite, en entourant d'une bordure de 2 cases un échiquier de 4/1 + 5 
ou de in -h y cases de côté, on pourra toujours tracer une marche de ca- 
valier de la manière suivante : 

i** En partant d'un coin, décrire la i'* marche de bordure qui se termine 
sur la case conjuguée avec la case de départ; 

a^ Passer de là sur la a" case de la diagonale du carré intérieur, parcou- 
rir ce carré d'un seul trait et finir sur la dernière case de cette diagonale: 

3** Passer sur la case la plus éloignée du coin opposé au coin de départ 
et décrire la 2* marche de bordure, qui se termine sur ravant-derniére 
case de la diagonale passant par la case de départ. 

II. — Échiquiers pairs. 

Le cadre bordure de 2 cases des échiquiers pairs comprend 4 marches 
rentrantes qui, réunies 2 à a, se transforment en 2 marches non rentrantes. 

De là la méthode suivante pour tracer une marche de cavalier sur un 
échiquier âe in-\-Q ou de ^n-^- S cases de côté : 

I® En partant d'un coin, décrire la i" marche de bordure qui se ter- 
mine sur la case située au-dessus de la case de départ ; 

a** Passer de là sur la i" case de la diagonale du carré intérieur, par- 
courir ce carré d'un seul trait et finir sur le coin adjacent; 

3* Décrire la 2" marche de bordure qui se termine sur le coin adjacent 
au coin de départ. 

La loi de formation de la marche du cavalier sur un échiquier carré quel- 
conque, de plus de 8 cases de côté, peut donc s'énoncer dans les mêmes 
termes pour les échiquiers pairs et pour les échiquiers impairs, savoir : 

Parcourir d'un seul trait : 

I* La i"* marche de bordure; 

a* Le carré intérieur; 

3* La 2* marche de bordure. 

Le carré intérieur se parcourt d'un coin au coin adjacent pour les échi- 
quiers pairs, et d'un coin à l'avant-dernière case de la diagonale passant 
par ce coin (ou inversement) pour les échiquiers impairs. 



>yTK II. — ËCHIQtlIERS PAIBS, 
..iiuji» ilhvsilalioH pour trarcr les marches de bordur 
j.x -c i.)^|>ruclier le plus possible du bord e 
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HOTE m. 

su; LES C\RRE> l'iVFOLl^il F> 

Noos rrproduîS'?D<^. •i'aprt!« M. E•^:■'ca^d Luoa5. U ihtN'^rio «)os v'diiivs 
diaboliques qa'îl a drdui!* de ?** Princif-es tû l-.t Ofom^tn'^ «/m /Wii^v. 

Cette théorie ref^r»*? sur les j-rC'f"'*;l!'>n* sui\dnte> de VArttkmftiifur 
supérieure : 

Théorèmes d' 



I. Si Ton divise par un nombre entier/» \a >uite de p lermes consécutifs 
d'une progression arithmétique à lermes entiers, on obtient /» restes diffé- 
rents reproduisant dans un certain ordre la scrie naturelle 

■I, I. i * p — I», 

lorsque le nombre/? et la rais^»n r sont des nonibr^^s premiers entre eu\. 
Ce théorème bien connu donn*' lieu, comme on sait, à la théorie des pol\- 
goncs étoiles. 

ÏJ. Si Ton divise par un nombre entier p la suite des /> différence^ 
dtre les termes consécutifs correspondants de deux prosjressions arith- 
''^^tiques de raisons r et j, on obtient le* p restes différents de la série na- 
^««-€llc 

O. 1 . 2» .... (p — O, 

*^**Sque le nombre/» -et la différence /• — s des raisons des deux proj^res- 
*'^ii8 sont deux nombres premiers entre eux. 

Oette proposition se déduit immédiatement de la précédente, en (d>ser- 
^^Otque le? différences des lermes correspondants «le deux proj;ressious 
*^' Ihmétiques forment une progression arithmétique dont la raison est 
^Rftle à la différence des raisons des projjressions données. 

lll. Désignons par '^(p) le nombre des entiers /i do la suite 

o, I, 3, . . . , {p — i), 

tels que h — ei, /i — ej, ...,/i — en soient des entiers premiers A /», 
«i> et, ..., e;i étant tics entiers quelconques, et par q un entier premier 
^ /», on a la relation 

^{pg) = ^{p)^{q)' 

Cette relation se démontre comme la propriété correspondante de. Tin* 
dicateur ^ (/?) qui indique le nombre des entiers do la suite i, j, ..., p, 
qui sont premiers k p. D'ailleurs, la fonction numérique ^ devient éf^ale à 
la fonction o lorsque l'on suppose ei = ei= . . . = e„ — o. 

IV. Soient n un nombre premier et X le nombre de« résidu* différent^ 
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lie la suite e,, «j, . . ., e„, pour le module a; on a 

+ (fl) = a-î. et ^(a-) = o"-'(a-X). 

V. Soient /> = a*6Pcï... un nombre quelconque, décomposé en ' 
teurs premiers et X, [i, v, .. . les nombres des résidus dilTéreots âc 
suite «1, «i, .. ., Cn pour les modules respectifs a, b, c, .. .; ou a 

^-(/)) = o'— W-cl-'... (a- >,)(*- ll)(c-v)... 



a-X)(6-(i){c-v).... 



e l'expi-ession analj'tique de l'indicateur ^(/)) en suppos 
Pi = e, =!... = e„ = o, 01 X = [i = V . . . = 1 . 



Cela posé, considérons un carré de yj> cases, /> désignant un nom 
quelconque, et r un nombre premier À p: nous prendrons, pour (iier 
idées, p = i\ et r = 3 <dia<;ramme n° j.">): marquons s 




cases, en nous élevant par colonnes successives de trois en trois rangs, et 
commençant â compter au bas de l'échiquier, lorsque l'on dépasse le ï 
supérieur, et en revenant à gauche quand on dépasse le bord de droite 
forme ainsi ce qu'on appelle un tatin régulier dans la Géométrie du 
sage : nous l'appellerons ici un alignement de première espèce. 

Puisque p cl r sont premiers entrer eux, on en déduit tout de suite 
la loi de formation que le nombre des cases noires l'sl p el qu'il v e 
une dans chaque ligne cl dans chaque colonne. 
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■; en exceptaDt le cas de r s i, ce qui donne le groupe 



l'alignement correspondant donne les diagonales et leurs paratlèlesi i^^ 
un nombre r peut être égal à l'associé de son complément, et l'on [^^ 

r{p — r) SI <mod./>)i 

il en est ainsi pour l'alignement de pas S pour le module i3, et l'on^ 
(diagramme n° 46) le groupement 

15 8 1 
j 8 5 I 
On voit, par ce qui précède, que/i est un diviseur de r*-f-i. 



m 



L'alignement correspondant à cette valeur de r, telle que r*+ i soit u 
multiple de p, donne lieu à une disposition de cases aux sommets d 
carrés : on l'appelle satin carré. D'ailleurs, il ne saurait exister pour ui 
module premier/) <leu\ alignements de cette nature correspondant à de 
pas r et s: car. sans cela, r^— s^ ou {r~s)(r + s) serait divisible par/i 

Donc, pour un nombre premier/», tous les nombres a, 3, . . .,{/i — a) si 
partagent en groupes de quatre nombre distincts, complémentaires ou as 
socics; par suite, si /j = 4y ^- 3, il ne sauraîi y avoir de satin carré, puis- 
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qu'il ne peut y en avoir deux; mais, si p = .\q -\-i, il en existe nécessaire- 
Bcot un seul. Ce résultat correspond à ces théorèmes de Fermât : 

Tout nombre premier p = 4^ -+- 1 divise a' -h 6*, et tout nombre pre- 
mier p = 4^ -f- 3 /le divise pas a' 4- 6*. 

£n effet, soit p Tassocié de b. Si p divise a*-f- 6*, il divise a*p*-i- 6*fJ* 
ou a» J»+ 1, c'est-à-dire r» -m . 

D'ailleurs, le diagramme n** -iG donne encore une démonstration gcomc- 
trique immédiate de cet autre théorème de Fermât : 

Tout nombre premier 4</ •+■ i ^st nécessairement une somme de deux 
carrés. 

En effet. Taire du carré qui joint les centres de quatre cases voisines 
dipj en prenant pour unité le côté d*unc case; donc le coté de ce carré 

^^vpî mais c'est l'hypoténuse d'un triangle rectan;;lc dont les côtés 
sont entiers (2 et 3 dans le diagramme n° i6); par suite, 

p = a*-\- b^. c. Q. K. D. 

On peut appliquer ce mode de raisonnement ù un très grand nombre 
d'autres théorèmes du même genre, tels que ceux qui concernent les divi- 
seurs de a?*-h 2jr*f ar'-h 3j^*, .... On doit donc considérer la théorie géo- 
métrique du tissage comme une fidèle interprétation de la théorie des 
A)rnies quadratiques. Les développements de cette théorie des tissus sim- 
plifient considérablement Tétude abstraite de ce Chapitre important de 
^'Arithmétique supérieure. On étend beaucoup ces résultats en rempla- 
çant les carrés de l'échiquier par des parallélogrammes, et en passant en- 
suite dans l'espace à trois dimensions. Nous donnerons ultérieurement la 
démonstration géométrique que tout nombre entier est une somme de 
quatre carrés, de trois triangulaires, etc. 

Ainsi, tout nombre premier /? = 47 -r-i est une somme «le deux carrés, 
l'un pair, Tautre impair : dans une lettre à Pascal, Format demande une 
régie générale pour trouver les deux carrés. U résulte, de l'éluile de ses 
manuscrits originaux et inédits, ce théorème : 

Si l'on développe en fraction continue lu racine carrc'v d*un nomhrr 
premier p = ^q -h i, c'est-à-dire la somme de deux carrés ^ l'un pair 
et l'autre impair, la racine du carré intpair est le dénominateur qui 
correspond au quotient incomplet moyen de la période dans laquelle 

se développe \Jp, 

Bien que ne se servant pas de Talgorithme des fractions continues. 

Fermât en déduit, dans le développement de v^, pour p -- iy-t-i non 
premier, une méthode de décomposition de /> en facteurs premiers, mais 
dans un certain nombre de cas seuloniont. Ct^peiidant les calculs de Fermât 
si^nt plus evpédilifs vl se rapprochent du procédé indien, beaucoup plu^ 
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|iuiïsaiil que le procédé classique, pour le développement de la racine 

carrée el pour la résolution de l'équation de Pell. 

Le double alignement. 

Considérons deu& aligncmcnls de pas r et i; représentons les caKS de 
l'un par îles cases noires, et ceux de l'autre par des cases grises. Si la dif- 
Térence /' — r représente un nombre prcmierà^, il résulte du théorème il 
de l'Introduction que ces deux alignements n'auront qu'une seule case com- 
mune, ijue noua avons représentée par un rond noir (diagramme n*47). En 
particulier, si r — i est premier à p, l'ali^cnement de pas r est tel que deux 

riÎBKr, 4;. 
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<ii*r-> nxirr-o di' riili|-r><!iii''iit ne sont jumais situées sur une même paral- 
Ir-lr II hi <liiiK>iiiul<' inoiitiinte .lu Kaucliti à droite, puisque celle-ci repré- 

,4'u\- iji)(nriiii'[il ili- |ia« l'-gid à un. De même, si r + i est premier à p, 

l'iilif-t ii-[ii di' juin r ent Ir.l i|iiii deux de ses cases ne sont jamais situées 

■I III' Nii'iiji! |iiiriilli4e k lu diai;<)iiulc dcsceudantc de gauche à droite, 

piiiirpir i.'Hi--ri rr|iri'ienl<: iiii aligncnient de pas égal à 



Le problème des reines- 

Il n'-iilli- de le» i-iiniidériiliiins que l'on peut placer sur un échiquier 

le /<> Dise» /> piiinv en iilit-iienient île première espèce, et de telle sorte 
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que deux de ces pions ne se trouvent jamais sur une mcmc ligne parallèle 
aux bords ou aux diagonales de l'écliiquier; pour cela, il faut et il suffit 
que le pas r de Talignement soit tel que les nombres 

r, r — I , r H- 1 

soient premiers kp. Par conséquent, le nombre des solutions de ce pro- 
blème est égal k p multiplié par le nombre des entiers r qui vérifient les 
condition^ précédentes. On a donc ce théorème, qui donne le nombre des 
solutions par alignements de première espèce du problème des reines sur 
réchiquier : 

I^e nombre des solutions du problème des reines par alignements de 
première espèce sur l* échiquier de p^ cases est égal à 



abc. . 



(a — 3)(6 — 3)(c — 3)..., 



€iy à, c, . .. désignant les facteurs premiers différents de p. 

Ainsi, les cases noires des diagrammes n*^4o, 46, 47 donnent une solution 
du problème des reines sur les échiquiers de u' et i3> cases; en remontant 
ces cases d'un, de dcu?L, ..., de(/> — i) rangs, on a encore des solutions. 

La Table d'addition. 

A l'époque où Néper inventait le procédé pour les calculs exacts, connu 
sous le nom de Bhabdologie, et qui consiste dans la permutation des lignes 

I)ia?r. ^|8. 
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et des colonnes de la Table de multiplication de Pythagore, Format indi- 
quait, mais postérieurement, l'application dos propriétés do la théorie dos 
permutations des lignes et des ctdonncs d'une Table d'addition à la rmislruc- 
tion des carrés magiques. Le diagramme n" 48 représente une Table d'ad- 
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|>iiUïiirit <|ut: lu iiructtili: i-|iis>ique, |iiiur lu ilévd'i; 
CHrri'u ut |iifur la rùsolutiiin ilu l'ûi^ualion <to Pcll. 

Le double alignement. 
Con.'i durons deu\ ali,,]! m nls d |m* r i-l s [■ 

IV'runci! /■ — I n priiLnU un nimhri, premier a/j, 

muuu, i|iiu iiouH UMin'- rc|irisi nue par un rtmii il 
|><irli('ulier, ai / — r i st pn ini<.r i /> I ali^jnemi'ii' 




ru$<"' noiri'i ilu ruli^iiit-niunl ne soni 
li-loà la (lini;iiiiiilt' inxiiiaiHc de gaii 
siMili' un a[ii:iioniviiI tU' pas t-çal à •; 
rali^iionu'iii tli- |kis r est tel que d- 
sur un.' m<-m.' parallùlu à la dia<:. 
)>iii«.Iii.' .-.■ll.'-.-i ropr.'^onl.- iin ali^T 



L« proll 

Il r.MiIio .lu .~o< .L'nsi.lorai:.' 
ili- />- .-JM". p pi.>n> un iilipncni> 
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<iue les sommes des nombres renfermés dans les cases de deux lignes ou 
àt deux colonnes ne saurait être la même, à moins de supposer l'égalité 
àt deux nombres de la ligne extérieure au-dessous de l'échiquier ou de la 
coloDoe extérieure à' gauche, et, par suite, l'identité de deux lignes ou 
^€ deux colonnes. 

Hemabque. — Les n* premiers nombres entiers forment évidemment 
ooe Table d'addition ; il suffit de les écrire successivement dans l'ordre 
numérique sur les cases de l'échiquier : les rangées extérieures sont four- 
oies par les nombres 

et 

o, /i, 2/1, ..., ri* — n. 

Les carrés diaboliques. 

Supposons que l'on ait déterminé pour un échiquier de n^ cases deux 
alignements de pas r et 5, tels que r — s soit premier à /i, et qu'il en 
soit de même de r{rdz i) et s{s dt i), ainsi que nous l'avons représenté, par 
exemple (diagramme n*47), pour les cases grises de ox et les cases noires 
de oy; plaçons successivement sur les cases grises de ox les nombres ap, 
bp, cp, ... de la ligne inférieure d'une Table d'addition et sur les cases 
noires de oy les nombres ap, aq, ar, ... de la première colonne do celte 
Table; cela posé, supposons que par les cases noires de oy on ait mené 
des alignements parallèles à ox^ on aura ainsi distribué les /i* cases de 
l'échiquier aux sommets de parallélogrammes égaux dont les côtés sont 
parallèles à ox et à o^ : on pourra ainsi placer les nombres renfermés 
dans les n^ cases de la Table d'addition. Mais, puisque dans chaque ali- 
gnement il n'y a pas deux cases sur la même ligne ou sur la même colonne, 
il en résulte que la somme des cases d'une même ligne ou d'une même co- 
lonne sera égale à la constante. Il en sera de même parallèlement aux dia- 
gonales, puisque r±\ et 5 dt i sont premiers à 5; il en sera encore de 
même pour tout alignement de première espèce de pas /e, tel que les 
nombres /e, Air, h±s soient premiers à p. 

Nous avons ainsi formé un carré diabolique, c'est-à-dire que nous avons 
rempli les /i* cases d'un carré avec les n* premiers nombres consécutifs 
ou, plus généralement, avec n* nombres d'une Table d'addition, de telle 
sorte que la somme des nombres renfermés dans la même ligne, dans la 
même colonne ou dans la même parallèle à l'une des diagonales, soit con- 
stamment la même. 

Mais une Table d'addition donne, par permutation, 

(I.Q.3.. . ny 
Tables distinctes; le nombre des valeurs de /• telles que /*, /• -f- 1 et /' — i 



/ / 
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soient premiers à n est. pour n = a>6?cT . . ., 

n 



abc. . . 



(a — 3)(6 — 3)(c — 3)..., 



et le nombre des valeurs de 5, telles que *,*-+- 1, * — i, * — r soient pr«' 
niiers à n est 

" (a-4)(6-4)(c-4).... 



Par suite, le nombre des diaboliques par alignements de premi^'^ 
espèce a pour expression 

A.2.3.../1 ^ y(a — 3)(^-3)(c-3)...(a — 4)(6 — 4)(c-4).... 

On doit diviser ce nombre par n* si Ton ne considère pas comme dislinc^^' 
les carrés diaboliques obtenus par permutations circulaires des lignes 00- 
des colonnes, et encore par 8, si Ton ne considère pas comme distincts \t^ ^ 
carrés obtenus par la rotation et par la symétrie de Téchiquier. 

Classification des diaboliqaes. 

Lorsque le pas r de Talignement n*est pas premier au nombre n des 
cases du côte de Téchiquier, ces deux nombres ont un plus grand conormun 
diviseur d, et l'on peut poser r = dp et n = f/o, en désignant par p et o 
des nombres entiers; dans ce cas, les n cases de Talignement ne sont plus 
disposées de telle sorte que chaque ligne et chaque colonne ne renferme 
qu'une seule case; mais, si Ton procède par colonnes successives, les cases 
sont rangées sur o lignes seulement, et ces lignes contiennent o cases, 
tandis que les autres n — o lignes n'en contiennent pas. Nous dirons alors 
que l'on a un alignement de l'espèce d. 

En continuant à procéder par colonnes successives, le nombre total de 
tous les alignements est évidemment égal à n; d'ailleurs, le nombre des 
alignements d'espèce d est o : on retrouve ainsi une interprétation géo> 
métrique de cette formule donnée par Gauss dans les Disquisitiones arith- 
meticœ 

w = e (J) 4- 9( rf') -^ ? (rf") -+-.•• . 

dans laquelle d, d\ ^T, . . . désignent tous les diviseurs de n, en y com- 
prenant 1 et n. 

Lorsque les nombres générateurs de la Table d'addition sont quelcon- 
ques, on ne peut former de carrés diaboliques par alignements autres que 
ceux de première espèce; mais on peut former des carrés diaboliques par 
alignements d'espèce d lorsque la Table d'addition formée de n* élé- 
ments se décompose en o* Tables, telles que pour toutes ces Tables la 
somme des nombres générateurs des lignes extérieures d'une Table quel- 
conque est la même, et que la somme des nombres générateurs des colonnes 
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extérieures est aussi la mémo, bien que distincte de la précédente. Dans 
ses remarquables Mémoires sur les Carrés et les Cubes nasiques, le Rév. 
A.-H. Frost, de l'Université de Cambridge, a montré, par exemple, com- 
ment on pouvait obtenir les diaboliques par alignements de troisième et 
Je quatrième espèces, bien que M. le D*^ Scheffer, dans un Ouvrage récent 
st très étudié sur les Figures magiques, ait annoncé l'impossibilité de la 
ronstruclion de ces carrés. 

On reconnaît bien que la formule pour le nombre des carrés diaboliques 
Je première espèce donne zéro, lorsque le nombre n est un multiple de 3; 
z^'est qu'en effet il ne saurait exister alors de carrés diaboliques par ali- 
gnements de première espèce; mais il est facile d'obtenir, par des pro- 
irédés entièrement semblables à ceux qui précèdent, non seulement la 
construction des carrés diaboliques par alignements d'espèce d, mais aussi 
\sk formule qui en représente le nombre. 

En résumé, bien que nous reconnaissions que la théorie des carrés ma- 
iniques ne donne lieu, dans le sens le plus général, à aucune application 
:héorique ou pratique, il n'en est pas de même de la théorie des carrés 
lîaboliques. Celle-ci donne des figurations et des extensions de la théorie 
lu plus grand commun diviseur, de l'indicateur, des systèmes complets de 
ésidus pour des modules premiers et composés; elle fournit des démon- 
trations nouvelles et plus simples des théorèmes les plus importants de 
Arithmétique supérieure et de la théorie des formes quadratiques. Nous 
lontrerons ultérieurement d'autres applications. 
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Utru en de\ix couleurs. 

TwiM 1(188-1) -.Làt Trt»t-rtt!et. — Im foMtt,-' Ixi i^/nintArt. - 
Le* Reiaet.— Le Solltaiit. — Xm iWflninUAM. — It BafpieiMmkr. — i 
Tiftm'i. 

ToinelUiRej) 
Le farmiet. — /_ . 
irtMfen a' llamilton. 
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